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GM 2AGC的收敛性与稳态特性分析
杨　卫　东

(北京科技大学 信息工程学院 ,北京 100083)

摘要 :针对广泛应用的 GM 2AGC的收敛性问题 ,采用基于无穷级数的数学分析方法进行了研究 ,证明了其收敛

条件即变刚度系数 K的取值范围与机架刚度及轧件塑性系数的关系。在收敛性证明的基础上建立了 GM 2AGC

的稳态分析方法 ,推导了厚度偏差等变量的稳态数值计算公式。给出了等效刚度的物理解释及其数学表达式 ,

证明了 GM 2AGC控制算法与变刚度控制算法的稳态同一性。
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Ana lysis for convergence and steady2sta te character istic of GM 2AGC

YANG W ei2dong

( Information Engineering School, University of Science and Technology Beijing, Beijing 100083, China )

Abstract: The method of mathematics analysis based2on infinite series was used to carry on research

towards convergence of widely used GM 2AGC, and the convergent condition, that is the range of value

of variable stiffness coefficient K, was p roved to relate with stiffness coefficient C of stand and p lastici2
ty coefficient Q of rolled2p iece. Based2on the p roof, an analysismethod of steady2state characteristic of

GM 2AGC was built up , and formulas used for the steady2state numerical value calculating of thickness

deviation and other variables were deduced. The physical meaning and mathematical exp ress of equiv2
alent stiffness CE were given, and the steady state identity of GM 2AGC and variable stiffness control al2
gorithm was p roved.
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0　引言
在参考文献 [ 1 ]中 ,针对板带钢厚度控制中

经典的变刚度控制算法的收敛性和稳态特性进行

了证明和推导。对应用更为广泛的另一种压力

AGC控制方式即厚度计型 AGC ( GM 2AGC)同样有

必要进行相应的研究。其目的为对 GM 2AGC的收

敛性进行证明及使其稳态特性的分析定量化 ,并

以此为基础进一步揭示压力 AGC各种控制方式

(变刚度控制、GM 2AGC、动态设定型 AGC)的内在

关系。

GM 2AGC包括基本型 GM 2AGC和可变刚度型

GM 2AGC两类 ,后者也被称为厚度计型变刚度控

制 [ 2 ]。与 B ISRA2AGC和变刚度控制的关系类似 ,

可变刚度型 GM 2AGC是基本型 GM 2AGC的推广和

普遍形式 ,而基本型 GM 2AGC则是可变刚度型

GM 2AGC在变刚度系数 K = 1时的特例。本文的

推导是基于可变刚度型 GM 2AGC的 ,但为简洁起

见 ,除特别指出外 ,术语 GM 2AGC将泛指这两种类

型。

为回避求取厚度控制系统传递函数时因系统

组成与结构的不同所带来的模型不确定性 ,本文

在进行算法收敛性证明和稳态特性分析时采用了

代数分析方法。此外 ,由于理论上为求解收敛条

件所采用的分步控制方式和实际控制中所采用的
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周期控制方式的差异 [ 1 ] ,除动态特性不同外 ,在分

步控制前提下所求得的收敛区间 (即使控制算法

收敛的变刚度系数 K的取值范围 )的左边界 (振荡

发散的临界点 )通常也相当保守 ,但对真正具有实

际意义的右边界 (单调发散的临界点 ) ,两种方式

则保持一致。从稳态特性分析的角度 ,亦可以证

明采用分步和周期两种控制方式所得结果相同。

因此 ,下述推导将基于分步控制方式进行。

1　GM 2AGC的基本算法
根据弹跳方程 ,在 GM 2AGC中 ,对应基准工作

点 (S0 , P0 )的实际厚度 h0和计算厚度 h
3
0 为 :

h0 = S0 +
P0

C

h
3
0 = S0 + K

P0

C

(1)

对应当前工作点 (S, P)的实际厚度 h和计算厚度

h
3为 :

h = S +
P
C

h
3

= S + K
P
C

(2)

式中 , S0 , P0分别为对应基准或锁定工作点的辊缝

和轧制压力 ; S, P分别为对应当前实际工作点的

辊缝和轧制压力 ; C为机架刚度。

在点 (S, P)处 ,实际厚差Δh和计算厚差Δh
3

的定义和表达式分别为 :

Δh = h - h0 = (S - S0 ) +
P - P0

C
=ΔS +
ΔP

C

Δh
3 = h

3 - h
3
0 = (S - S0 ) + K

P - P0

C
=ΔS + K
ΔP

C

(3)

式中 ,ΔS ,ΔP为相对于基准工作点 (S0 , P0 )的辊缝

和轧制压力增量。

依据上述 , GM 2AGC的控制算法可写为 :

ΔS = S - S0

ΔP = P - P0

Δh
3 =ΔS + K

ΔP
C

δS3
= -Δh

3 C +Q
C

S
3

= S +δS3

(4)

式中 , Q为轧件塑性系数 ;δS3为辊缝给定修正量 ;

S
3为辊缝给定值。为避免混淆 ,本文里前缀符号

“Δ”表示变量相对于基准点值的增量 ,而“δ”则

表示一个控制循环的增量。

必须指出 , GM 2AGC事实上是以计算厚度 h
3

为被控量、以 h
3
0 为控制目标值并力图使Δh

3 →0

的反馈控制系统。h0则是 GM 2AGC中实际厚度 h

的期望目标值 ,但通常不能确知。在 GM 2AGC执

行过程中 ,实际厚度 h偏离目标值 h0的程度不仅

依赖于 h
3的控制精度 ,也取决于 h和 h

3的关系 ,

且实际厚度 h和计算厚度 h
3的控制效果只在 K =

1且无参数误差和测量误差的理想情况下等价。

2　GM 2AGC的收敛性
GM 2AGC的收敛性证明步骤如下。

(1)假定在 t = t0时刻之前轧制处于零厚差的

稳定状态 ,工作点为 (S0 , P0 )。在 t = t0时刻 ,轧件

产生初始扰动ΔP0 ,实际初始厚差为Δh0 =
ΔP0

C
,

计算初始厚差为Δh
3
0 = K
ΔP0

C
,而因尚未开始进行

压下调整故ΔS0 = 0。针对Δh
3
0 , GM 2AGC所给出

的辊缝给定增量和辊缝给定分别为 :

δS3
0 = -Δh

3
0

C +Q
C

S
3
0 = S0 +δS3

0

(2)在 t = t1时刻 ,δS
3
0 调整完成 ,此时实际辊

缝和辊缝增量分别为 :

S1 = S0 +δS3
0

δS1 = S1 - S0 =δS
3
0 = -Δh

3
0

C +Q
C

δS1所产生的实际厚度变化量为 :

δh1 =δS1
C

C +Q
= -Δh

3
0

C +Q
C
· C

C +Q
=

-Δh
3
0

相应的压力增量为 :

δP1 = -δh1·Q =Δh
3
0 ·Q

计算厚差为 :

Δh
3
1 =ΔS1 + K

ΔP1

C
= (ΔS0 +δS1 ) +

K
C

(ΔP0 +

δP1 ) = -Δh
3
0

C +Q
C

+
K
C

(Δh
3
0

C
K

+

Δh
3
0 ·Q ) =Δh

3
0

( K - 1) Q
C

针对Δh
3
1 , GM 2AGC所给出的辊缝给定增量

和辊缝给定分别为 :

δS3
1 = -Δh

3
1

C +Q
C

= -Δh
3
0

( K - 1) Q
C
·
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C +Q
C

S
3
1 = S1 +δS3

1

(3)在 t = t2时刻 ,δS
3
1 调整完成 ,此时实际辊

缝和辊缝增量分别为 :

S2 = S1 +δS
3
1

δS2 = S2 - S1 =δS3
1 = -Δh

3
0

( K - 1) Q
C
·

C +Q
C

δS2所产生的实际厚度变化量为

δh2 =δS2
C

C +Q
= -Δh

3
0

( K - 1) Q
C

相应的压力增量为

δP2 = -δh2·Q =Δh
3
0

( K - 1) Q
C
·Q

计算厚差为

Δh
3
2 =ΔS2 + K

ΔP2

C
= (ΔS0 +δS1 +δS2 ) +

K
C

(ΔP0 +δP1 +δP2 ) =Δh
3
1 + (δS2 +

K
C
δP2 ) =Δh

3
0

( K - 1) Q
C

+

-Δh
3
0

( K - 1) Q
C
·C +Q

C
+

K
C
·

Δh
3
0

( K - 1) Q
C
·Q =

Δh
3
0

( K - 1) Q
C

2

针对Δh
3
2 , GM 2AGC所给出的辊缝给定增量

和辊缝给定分别为 :

δS3
2 = -Δh

3
2

C +Q
C

= -Δh
3
0

( K - 1) Q
C

2

·

C +Q
C

S
3
2 = S2 +δS3

2

(4)根据上述步骤 ,采用数学归纳法证明当第

n步调整完成时计算厚差Δh
3
n 为 :

Δh
3
n =Δh

3
0

( K - 1) Q
C

n

(5)

证明 :假设当 t = tn - 1时刻第 ( n - 1)步调整完

成时 ,计算厚差Δh
3
n - 1为

Δh
3
n - 1 =Δh

3
0

( K - 1) Q
C

n - 1

则 GM 2AGC针对Δh
3
n - 1所给出的辊缝给定增

量为

δS3
n - 1 = -Δh

3
n - 1

C +Q
C

=

-Δh
3
0

( K - 1) Q
C

n - 1

·C +Q
C

当 t = tn时刻第 n步调整完成即δS
3
n - 1完全实

现时 ,实际辊缝增量为

δSn =δS
3
n - 1 = -Δh

3
0

( K - 1) Q
C

n - 1

·
C +Q

C

(6)

δSn所产生的实际厚度变化量为

δhn =δSn
C

C +Q
= -Δh

3
0

( K - 1) Q
C

n - 1

(7)

相应的压力增量为

δPn = -δhn·Q =Δh
3
0

( K - 1) Q
C

n - 1

·Q

(8)

计算厚差为

Δh
3
n =ΔSn + K

ΔPn

C
= (ΔS0 +δS1 +⋯ +

δSn - 1 +δSn ) +
K
C

(ΔP0 +δP1 +⋯ +

δPn - 1 +δPn ) =Δh
3
n - 1 + (δSn +

K
C
δPn ) =Δh

3
0

( K - 1) Q
C

n - 1

-

Δh
3
0

( K - 1) Q
C

n - 1

·C +Q
C

+
KQ
C
·

Δh
3
0 ·

( K - 1) Q
C

n - 1

=

Δh
3
0

( K - 1) Q
C

n

因此式 ( 5 )得证。又已知该式在 n = 1时成

立 ,故由数学归纳法可证明式 ( 5)对 n = 1, 2,⋯均

成立 ,相应导出的其他通项表达式 ( 6)、( 7)、( 8)

亦自然成立。

进一步可求得 GM 2AGC给出的辊缝给定增量

的通项表达式为 :

δS3
n = -Δh

3
n

C +Q
C

= -Δh
3
0

( K - 1) Q
C

n

·

C +Q
C

(9)

显然 ,数列 {δSn }、{δhn }、{δPn }、{Δh
3
n }、

{δS
3
n }均为等比数列 ,其公比均为 :

q =
( K - 1) Q

C

如果 GM 2AGC是收敛的 ,则 n ϖ ∞时由上述

各等比数列构成的无穷级数都应存在极限 ,且极

45
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限存在的充分必要条件是 q < 1,即 :

( K - 1) Q
C

< 1或 | K - 1 | <
C
Q

(10)

根据 ( K - 1)是否大于零 ,不等式 ( 10)的解可

分两步确定 :

(1) 如果 ( K - 1)≥0,即 K≥1,则有 | K - 1 | =

K - 1,解为 K <
C +Q

Q
;

(2) 如果 ( K - 1) < 0,即 K < 1,则有 | K - 1 | =

1 - K,解为 K >
Q - C

Q
。

即 :在分步控制方式下 ,当 K值位于以 1为中

心、以 C
Q
为半径的开区间内时 , GM 2AGC是收敛

的 ,
Q - C

Q
,

C +Q
Q
为其收敛域。

对比文献 [ 1 ]所给结果可以看到 , GM 2AGC

和变刚度控制的收敛域右边界相同 ,即都为 C +Q
Q

,

而且可以证明周期控制方式下收敛域右边界仍然

保持该值不变。超出这个边界即 K≥C +Q
Q
时 ,这

两种压力 AGC均单调发散。差别在于决定是否

产生发散振荡的收敛域左边界。在分步控制方式

下 , GM 2AGC和变刚度控制的左边界分别为 K =

Q - C
Q
和 K = -

C +Q
Q

,前者的收敛域宽度比后者恒

定小 2,因此 K的可选择范围明显变小。需强调指

出的是 ,在这两种压力 AGC的实际周期方式控制

过程中 ,振荡发散因反馈系统的及时抑制而并不

易发生 ,但单调发散现象却都可能出现且必须加

以避免 ,因此收敛域的右边界将是关注的焦点。

3　GM 2AGC的稳态特性分析
与变刚度控制的稳态特性分析类似 ,根据收

敛性分析中所给出的通项公式 (5) ～ (9) ,可以求

得 GM 2AGC的稳态特性计算公式。

考察辊缝增量数列 {δS i }。由式 ( 6)可知 ,其

首项为δS1 = -Δh
3
0

C +Q
C

,第 n项为δSn = -Δh
3
0 ·

( K - 1) Q
C

n - 1

·C +Q
C
。由无穷等比级数前 n项

和公式 [ 1 ]
,并通过求极限的方法 ,可得总的辊缝变

化量 (相对于 S0点 )为 :

　　ΔS∑ = lim
n→∞

-Δh
3
0

C +Q
C

+Δh
3
0

( K - 1) Q
C

n - 1

·
C +Q

C
·

( K - 1) Q
C

1 -
( K - 1) Q

C

= -Δh
3
0

C +Q
C - ( K - 1) Q

=

-ΔP0
K
C
· C +Q

C + (1 - K) Q
(11)

　　ΔS∑所产生的厚度变化量为 :

Δhs =ΔS∑
C

C +Q
= -ΔP0

K
C
· C +Q

C + (1 - K) Q
·

C
C +Q

= -ΔP0
K

C + (1 - K) Q

总的厚度变化量 (亦即实际厚差 )为 :

Δh∑ =Δh0 +Δhs =
ΔP0

C
-ΔP0

K
C + (1 - K) Q

=

ΔP0
1
C

-
K

C + (1 - K) Q
(12)

ΔS∑所产生的轧制力变化量为 :

ΔPs = -Δhs·Q =ΔP0
KQ

C + (1 - K) Q

总的轧制力变化量 (相对于 P0点 )为 :

ΔP∑ =ΔP0 +ΔPs =ΔP0 +ΔP0
KQ

C + (1 - K) Q
=

ΔP0 1 +
KQ

C + (1 + K) Q
(13)

而稳态计算厚差则为 :

lim
n→∞
Δh

3
n = lim

n→∞
Δh

3
0

( K - 1) Q
C

n

= 0 (14)

从式 (11)～ ( 13)可以看到 , GM 2AGC的稳态

特性和文献 [ 1 ]所给变刚度控制的稳态特性相同 ,

即在同样的初始轧件扰动ΔP0 和变刚度系数 K

下 ,各有关变量的稳态数值一致。

4　GM 2AGC的等效刚度

定义 GM 2AGC的等效刚度为 CE =
ΔP∑
Δh∑

,将式

(12)、(13)代入此定义式 ,有 :

CE =
C

1 - K
(15)

换句话说 ,当等效刚度以式 (15)形式出现时 ,

其物理意义一定如其定义式所示。从另一角度来

看 ,在 GM 2AGC中对任何给定工作点 (ΔS ,ΔP ) ,

根据式 (3) ,可求得Δh
3和Δh的关系为 :

55
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Δh =Δh
3

+ΔP
1 - K

C
(16)

因 GM 2AGC进入稳态时必有Δh
3

= 0,代入式

(16)可推得 :

ΔP
Δh

=
C

1 - K
(17)

注意到此时 ΔP =ΔP∑ ,Δh =Δh∑ ,因此式

(17)和式 (15)一致。

由此也可得出结论 :在定义和概念相同的条

件下 , GM 2AGC和变刚度控制的等效刚度表达式

一致 ,且 K相同时它们的等效刚度也相等。

5　GM 2AGC的收敛性及稳态特性与机架

刚度误差影响的关系
5. 1　GM 2AGC收敛性与伪正反馈现象的关系

在参考文献 [ 3 ]中已经证明 ,当机架计算刚度

C
3满足不等式时 C

3 ≤ CQ
C +Q
时 , GM 2AGC将发生

伪正反馈现象 ,即厚度控制发散。下面来考察这

种由机架刚度误差所导致的伪正反馈现象与 GM 2
AGC收敛性的关系。

在 GM 2AGC的实现中 ,由于真实的机架刚度

C难以确知而只能以计算刚度 C
3代替 ,因此测量

用弹跳方程将表示为 :

h
3

= S +
P

C
3 (18)

如果以乘性误差的形式来表示真实机架刚度

C与其计算值 C
3的关系 ,即 :

C = K·G
3 　　 ( K≠1)

则式 (18)可写成 :

h
3

= S + K
P
C

与可变刚度型 GM 2AGC所用弹跳方程形式一致。

它意味着机架刚度存在误差时的基本型 GM 2AGC

等价于变刚度系数 K≠1时的可变刚度型 GM 2
AGC,因此可以从变刚度控制的观点来研究机架

刚度误差的影响及有关现象。依据 GM 2AGC的收

敛条件 ,当 K≥C +Q
Q
时被控量厚度将是不收敛的。

将 K =
C

C
3代入此不等式 ,有 C

C
3 ≥

C +Q
Q

,亦即 C
3 ≤

CQ
C +Q

,显然这正是 GM 2AGC发生伪正反馈现象的

充分必要条件。它说明 :伪正反馈现象的实质是

变刚度系数 K超出 GM 2AGC收敛域右边界而造成

了厚度单调发散。

5. 2　GM 2AGC稳态特性与机架刚度误差所导致

厚差的关系

　　在参考文献 [ 4 ]中已经证明 ,当计算刚度 C
3

存在误差δC = C
3

- C时 , GM 2AGC的稳态厚差为

Δh =
ΔP·δC

C
2

+ C·δC
(19)

式中 ,ΔP为稳态轧制压力相对于基准压力的增

量 ;Δh为稳态厚差。

已知机架刚度存在误差时的基本型 GM 2AGC

与变刚度系数 K≠1的可变刚度型 GM 2AGC等价 ,

并注意到机架刚度的加性误差和乘性误差表达式

分别为 C
3

= C +δC和 C
3

= C / K,即 C +δC = C /

K,故可求得等效变刚度系数 K为 :

K =
C

C +δC
(20)

即计算刚度为 C
3

= C +δC的基本型 GM 2

AGC与变刚度系数为 K =
C

C +δC
的可变刚度型

GM 2AGC等价。将式 (20)代入 GM 2AGC的等效刚

度公式 (15) ,有 :

Δh =
ΔP
CE

=
ΔP (1 - K)

C
=
ΔP 1 -

C
C +δC

C
=

ΔP·δC

C
2

+ C·δC

与式 (19)所给结果相同。它说明 :因机架刚度误

差所导致的 GM 2AGC稳态厚差可利用可变刚度型

GM 2AGC的稳态厚差公式求解 ,两种计算方法等

效。

6　结论
(1) GM 2AGC和变刚度控制的收敛域右边界

相同且都为 C +Q
Q

,当变刚度系数 K≥C +Q
Q
时 ,这

两种压力 AGC均单调发散。

(2) GM 2AGC的稳态特性和变刚度控制的稳

态特性完全相同。

(3) GM 2AGC和变刚度控制的等效刚度表达

式一致 ,变刚度系数 K相同时其等效刚度也相等。

(4)机架刚度存在误差时 GM 2AGC的稳态厚

差及伪正反馈现象 ,可依据可变刚度型 GM 2AGC

的收敛性和稳态特性理论进行定量和定性研究 ,

其分析结果完全一致。而对这一类问题和现象的

研究 ,控制算法的收敛性和稳态特性理论更具有

(下转第 68页 )
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3　滤波与无功补偿效果分析
3. 1　有源滤波效果

表 1给出变电所内无源滤波装置和 6 kV电网

电流、电压在有源滤波装置投入前后的参数比较 ,

表中各参数为经过互感器转化后的值。

表 1　有源滤波器投入和切除后的比较分析

Table 1　Comparative analysis of APF with the

states of devotion and excision

项目 APF投入后 APF切除后

U1电压畸变率 /% 0. 58 4. 20

I1幅值 /A 20 33

I1电流畸变率 /% 2. 9 6. 51

I2幅值 /A 9. 3 —
I3幅值 /A 35. 8 56. 6

由表 1明显可见 ,有源滤波器投入后减少了

流入无源补偿电容的谐波电流 ,减轻了无源设备

的负担 ,提高了无源设备的使用寿命。有源滤波

投入后 6 kV系统的电流畸变率由原来的不合格

(6%～10% )变为合格 (3%～4% ) ,电压畸变率由

原来的不合格 ( 3%～5% )变为合格 ( < 1% ) [ 4 ]。

有源滤波器的谐波治理效果明显。

3. 2　无功补偿效果

供电系统轻载时 ,功率因数为 0. 87 ～ 0. 90,

投入 FC后为 0. 93 ～ 0. 95,此时功率因数在设定

值范围内 , TSC不会投入 ;系统重载时 ,功率因数

为 0. 78 ～ 0. 90,投入 FC后为 0. 88 ～ 0. 90,因功

率因数低于设定值范围下限 0. 93,因此 TSC投入 ,

投入后功率因数为 0. 94 ～0. 95。

4　结束语
整套装置已经在内蒙古通辽某铝厂变电所投

入近一年时间 ,运行良好。根据上述分析滤波和

无功补偿效果可以看出 ,这种 APF和 TSC滤波和

无功补偿系统能有效地滤除谐波、提高功率因数 ,

从而大大改善配电网的电能质量 ,为电力系统生

产提供绿色能源 ,大大降低事故发生率 ,节约电

能 ,达到安全生产的目的。
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普遍意义。
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